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Abstract 

Lie quasi-bialgebras are natural generalisations of Lie bialgebras 
introduced by Drinfeld. To any Lie quasi-bialgebra structure of finite- 
dimensional 7, 4>), correspond one Lie algebra structure on T) = 
Q®Q* , called the double of the given Lie quasi-bialgebra. We show that 
there exist on AC?, the exterior algebra of Q, a 2?- module structure and 
we establish an isomorphism of D-modules between AT) and End(AQ), 
V acting on AT) by the adjoint action. 

Resume 

Les quasi-bigebres de Lie sont des generalisations naturelles, intro- 
duites par Drinfeld, des bigebres de Lie. A toute structure de quasi- 
bigebre de Lie (G, M, 7, 4>) de dimension finie, il correspond une struc- 
ture d'algebre de Lie sur V — Q © Q* , appelee le double de la quasi- 
bigebre de Lie donnee. On montre qu'il existe sur AQ, l'algebre exterieure 
de Q. une structure de 2?-module et nous etablissons un isomorphisme 
de 25-modules entre AT) et End(AQ), T> agissant sur AT) par Taction 
adjointc. 
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1 Introduction 



Le but de ce travail est de construire pour une quasi-bigebre de Lie donnee 
(Q, n, 7, (ft), une representation naturelle de son double V sur l'algebre exterieure 
de Q, ou encore une structure de P-module sur AQ, de telle sorte qu'il existe 
un isomorphisme de P-modules entre AT) et End(AQ), T> agissant sur AD 
par Paction adjointe. 

Les quasi-bigebres de Lie ([S]) ou quasi-bigebres jacobiennes ([I], [3J, 
[7]) sont des generalisations naturelles des bigebres de Lie (0]), introduites 
par Drinfeld comme etant les limites classiques des algebres quasi-Hopf; 
contrairement aux bigebres de Lie, elles sont caracterisees par l'existence 
d'un defaut d'identite de co-Jacobi pour le co-crochet, qui est en fait le 
cobord d'un certain element de A 3 Q, ou Q est l'espace vectoriel sur lequel 
est definie la structure de quasi-bigebre de Lie, alors que pour les bigebres 
de Lie, ce defaut est nul. 

Dans la section 2, nous faisons un bref rappel de quelques notions fon- 
damentales qui sont les outils de travail dans toute la suite, notamment le 
crochet de Schouten algebrique, la cohomologie d'algebre de Lie. 

Dans la section 3, nous rappelons la definition et les proprietes des quasi- 
bigebres de Lie et a partir d'une structure de quasi-bigebre de Lie donnee 
(Q, fx, 7, eft), nous definissons des operateurs de cohomologie sur AQ et AQ* , 
qui sont lies par un ensemble de relations, consequences des axiomes de la 
structure de quasi-bigebre de Lie. Enfin, nous definissons le laplacien d'une 
quasi-bigebre de Lie, qui est une derivation de degre de (AQ, A) et de 
(AQ, [, ] M ), ou [,Y est le crochet de Schouten algebrique ([7J, [SJ, [11]) defini 
a partir de la structure d'algebre de Lie sur Q; on montre qu'il commute 
avec l'operateur d'homologie de Chevalley-Eilenberg (a coefficients triviaux) 
defini egalement a partir de la structure d'algebre de Lie sur Q. 

La section 4 recouvre l'essentiel du travail, a savoir la defintion d'une 
representation canonique de l'algebre de Lie double V d'une quasi-bigebre 
de Lie (Q, 7, (ft) sur son algebre exterieure AQ et l'etablissement d'un iso- 
morphisme de P-modules entre AT) et End(AQ), T> agissant sur AT> par 
Paction adjointe. Pour cela nous utilisons les constructions de ([12]) basees 
sur la theorie des algebres de Clifford ([2]). 

Dans toute la suite nous supposerons les structures d'algebre de Lie de 
dimension finie. Ainsi, si (Q,^) est une algebre de Lie et Q* son espace 
vectoriel dual, le crochet de dualite entre AQ et A£* etendant celui entre Q 
et Q* est defini par 

< £1 A 6 A ... A £ m , x\ Ax 2 A ... A x n >= 5^ t det(< &,Xj >), 

& G Q*,i = 1, ...,m,Xj e Q,j = l,...,n. 

Pour tous X G AQ, notons par ex € End(AQ) Papplication definie par 

Y € AQ X A Y e AQ, 



3 



et par ix £ End(hQ*) sa transposed definie par 

< i x A,Y>=< a,x ay >,vy G g,MA g g*. 
2 Preliminaires 

Dans cette section, nous rappelons certaines notions standard utiles pour la 
suite du travail. 

2.1 Crochet de Schouten algebrique 

Soit (G,/J>) une algebre de Lie sur le corps K, suppose egal a R ou C, oil 
fj, : A 2 Q —7- Q est le crochet d'algebre de Lie sur Q. On a la definition 
suivante : 

Definition 2.1 Le crochet de Schouten algebrique est la structure d'algebre 
de Lie graduee sur Valgebre exterieure, KQ = p >_! A P+1 Q, de Q qui : 

(i) s'annule si I'un des arguments est dans K ; 

(ii) etend le crochet de Lie \x, i.e 

[x,yf = n(x,y),Vx,y G Q, 

(iii) satisfait la regie suivante sur le degre : 

[X, Yf G k p+q+1 G, 

siX G A p+l G etY G K q+l G, 

(iv) satisfait I'anti-commutativite graduee, i.e 

[X,Yf = -(-l) pq [Y,Xf, 

siX G K p+l G etY G M +l g, 

(v) satisfait la regie de Leibniz graduee 

[X, Y A Z] p = [X, Yf A Z + (-l)^ +1 )y A [X, Zf, 

siX G A p+1 G, Y G A q+1 Q et Z G A^, et 
fmj satisfait I'identite de Jacobi graduee, i.e 

{-l) pr [[X,Yf,Zf + (-l) pq [[Y,Zf,Xf + {-l) qr [[Z,Xf,Yf = 0, 

si X G A p+1 £, y G A" +1 g ei Z G A r+1 £. 

Remarque 2.1: On peut definir un tel crochet sur A.Q pour tout element 
fj, G Hom(A 2 Q, Q); I'anti-commutativite graduee et la regie de Leibniz graduee 
restent en vigueur, mais en general le crochet [,] p ne verifie pas I'identite 
de Jacobi graduee et il la verifie si et seulement si (Q, fx) est une algebre 
de Lie ([H]). Dans toute la suite le terme crochet signifiera un element de 
Hom(K 2 Q , Q); il sera un crochet de Lie s'il verifie I'identite de Jacobi. 
On a le resultat suivant 
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Proposition 2.1 Soit (G,/J>) une algebre de Lie. Alors, Vx S Q, Y € AQ, 
on a 

e [x,Y] 1 ' = [orfajjEy]) 

ow ad : x € Q — > ad^ € EndQ est la representation adjointe de Q , definie, 
pour y £ Q, par ad x y = n{x,y) et [,] designe le crochet commutateur des 
endormorphismes. 

La demonstration de cette proposition est une traduction de la regie de 
Leibniz graduee du crochet [,]**. A 

2.2 Cohomologie d'algebre de Lie 

Soit (Q,n) une algebre de Lie et soit M un (/-module, c'est-a-dire que Q 
agit sur M. Par exemple (? agit sur elle-meme (plus generalement sur son 
algebre tensorielle) par la representation adjointe. 

Q agit sur son algebre tensorielle de la maniere suivante ; pour des elements 
decomposables, y% ® y% <S> •••• <8> y n G ® n £/> 

n 

® y 2 <8> .... <8> y n ) = X! fi ® ^2 ® .... <8> (ad^) <g> ... ® y n . 
i=i 

Definition 2.2 L'espace vectoriel des applications k-lineaires antisymetriques 
sur Q a valeurs dans M est appelee l'espace des k-cochaines de Q a valeurs 
dans M. 

Designons par C k (Q, M), l'espace vectoriel des k-cochaines de Q a valeurs 
dans M et C(Q, M) = © fe > C k (G, M). 

Definition 2.3 L'operateur cobord de Chev alley- Eilenberg de Q a valeurs 
dans M, note 8a : C(Q,M) —> C(Q,M), est V application lineaire de degre 1 
definie par : 

(5^a)(x ,...,x k ) = Y^i=o{- l Yxi-{a(x ,...,Xi,...,x k )) 

pour q € C fc (£, M), xi G G, i = 0, 1, k; Xi.m designant I 'action de x^ G Q 
sur m 6 M et Xj indiquant I 'omission de V argument Xj. 

Remarque 2.2: On peut definir un tel operateur 5^ pour tout element 
fj, € Hom(A 2 Q, Q). En general <^ 7^ et 5 2 = si et seulement si (Q, fj,) est 
une algebre de Lie (|10j). 

Definition 2.4 Une k-cochaine a est appelee un k-cocycle si S^a = 0. Une 
k-cochaine a est appelee un k-cobord si il existe une (k-l)-cochaine (3, telle 
que a = 5^(3. 
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Ainsi, comme on le voit, tout k-cobord est un k-cocycle; ce qui nous 
conduit a la definition suivante : 

Definition 2.5 Le quotient de I'espace vectoriel des k-cocycles par Vespace 
vectoriel des k-cobords est appele le k ieme espace de cohomologie de Q a 
valeurs dans M et note par H k (Q,M). 

Remarque 2.3: Les 0-cocycles de Q a valeurs dans M sont les elements 
invariants dans M, i.e les elements m G M tels que x.m = 0, pour tous 
x G g. 

2.3 La representation co-adjointe 

On introduit a present la definition de la representation co-adjointe d'une 
algebre de Lie sur son espace vectoriel dual. 

Soit (G, n) une algebre de Lie et soit Q* son espace vectoriel dual. Pour 
x G G, posons 

ad% = -\ad x ). 

Comme on le voit par definition, ad* £ End{Q*) et satisfait la relation 

< ad* x £,x >= - < £,ad x y >= - < y) >, 

pour x G G, £ £ Q* ■ On montre facilement que l'application x G G — > ad* G 
End(G*) est une representation de G dans G* ■ D'ou 

Definition 2.6 La representation x — > ad* de G dans G* est appelee la 
representation co-adjointe de G ■ 

De la proposition 2.1 et de la definition precedente, nous obtenons le 
resultat suivant : 

Proposition 2.2 Soit (G,/J>) une algebre de Lie. Alors, Vx G G , Y G AG, 
on a 

i[x,Y}n = M*,iy]. 

3 Quasi-bigebres de Lie 

Les quasi-bigebres de Lie ([5)) (appelees quasi-bigebres jacobiennes dans (p], 
[3], [7])) sont les limites classiques des algebres quasi-Hopf ([5j), introduites 
par Drinfeld. 
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3.1 Definitions et notations 

Definition 3.1 Une quasi-bigebre de Lie est un quadruplet (£/, /i, 7, (/>) oil Q 
est un espace vectoriel muni d'un crochet \i G Hom(A 2 Q, Q), d'un co- crochet 
7 G Hom(Q,A 2 Q) et d'un element cj> G A S Q tels que : 

3.1. (G,fjL) est une algebre de Lie; 

3.2. 7 est un 1-cocycle de V algebre de Lie (G,fJ>), a valeurs dans A 2 Q 
pour V action adjointe definie par pi, i.e 5^ = 0; 

3.3. ±Altin ® = (^0)(ar), Vz G Q; 

3.4. Alt(rf®l®l)(<f>) = 0; 

ou Alt est Voperateur alternateur defini sur I 'algebre tensorielle de Q par 
Alt(Xi <g> .... <g> x n ) = ^ sign(a)x a ^ ® ... <8> x a ^, 

(7 

Xi G G,i = l,...,n, a etant une permutation de {l,...,n} et sign(o~) la 
signature de la permutation a. 

Remarque 3.1 : 

1- Dans le cas oil (f> = 0, le triplet 7) satisfaisant les conditions ci- 
dessus, n'est rien d'autre qu'une bigebre de Lie ([!]). 

2- La condition 2.3 signifie que 7 ne verifie pas Pidentite co-Jacobi et done 
son transpose n'est pas un crochet de Lie sur Q* . Ainsi, contrairement a la 
notion de bigebre de Lie, la notion de quasi-bigebre de Lie n'est pas auto- 
duale, l'objet dual est appele une bigebre quasi-Lie (|5j) ou quasi-bigebre 
co-jacobienne ([1], [7])- Dans ce travail nous considererons pour des fins 
d'usage, P oppose du transpose de 7 comme etant le crochet sur Q* et nous 
le noterons aussi par 7 pour simplicite d'ecriture, i.e 

< 7(x),f A?) >= - < x, 7(^,77) >,Vx G £,V£,r/ G Q* . 

3- Dans la condition 2.3, cj> : K — > A^Q est considere comme une 0-forme sur 
Q a valeurs dans A 3 Q, tandis que si nous considerons <fi : A^Q* — > K comme 
une 3-forme sur Q* a valeurs dans K, alors la condition 2.4 de la definition 
ci-dessus est equivalente a 5 7 = 0. 

4- La condition 2.2 s'ecrit explicitement sous la forme 

7OO, y)) = {ad^. <g> 1 + 1 <g> ad%)~j(y) - (ad% 1 + 1® ad^)j(x), 
ou ad^y = /j,(x,y),Vx,y G Q, ou de fagon equivalente 

i])) = (adj ® 1 + 1 ® adj)n{rj) - (ad^ ® 1 + 1 ® acQ)fJt(g), 
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ou adjrj = j{£,r]),V£, r\ € G*, et l'application /i et sa transposee sont notees 
par /i pour simplicite d'ecriture. 

La donnee d'une structure de quasi-bigebre de Lie sur Q determine une 
unique structure d'algebre de Lie [, ]x> sur l'espace vectoriel T> = Q © Q* qui 
laisse invariant le produit scalaire canonique sur V, 

< £ + x,y + r] >=< £,y > + < x,rj >, V£ + x £ V*, Vy + rj € V, 

en posant 

[x,y]v = v(x,y), 

[x,£]d = —adj*x + ad^*^, 

ou < ad^*^,y >= — < £,fi(x,y) >, < adj*x,r] >= — < x, 7 (£,7/) > et 
<K£)*7) = ^Ar,<A, pour tous x,y € G,C,r] e Q* . 

Comme on le voit, (Q, /i) est une sous-algebre de Lie isotrope de [, ]z>), 
alors que t/* ne Test pas, il est juste un sous-espace isotrope de V, a cause 
de l'existence de 4>. En general, on montre dans ([7]) que les structures 
de quasi-bigebre de Lie sur Q sont en correspondance biunivoque avec les 
structures d'algebre de Lie sur V = Q © Q* laissant invariant le produit 
scalaire canonique, dont Q est une sous-algebre de Lie. Dans ces conditions 
le couple (V,Q), avec le produit scalaire canonique sur P, est appele un 
couple de Manin (|5J). Plus precisement 

Definition 3.2 Un couple de Manin consiste en un couple (T>,Q), ou T> est 
une algebre de Lie munie d'un produit scalaire invariant non degenere et Q 
une sous-algebre de Lie isotrope de dimension maximale de T>. 

L 'etude des quasi-bigebres de Lie est rendue facile grace au twisting ([5], 
[7]) appele modification dans ([I]), qui consiste a construire de nouvelles 
structures de quasi-bigebre de Lie sur Q a partir d'une deja connue; ce qui 
permet de les etudier en termes de classes d'equivalence ([7J), en montrant 
que les classes d'equivalence modulo twisting sont en correspondance biuni- 
voque avec les couples de Manin. 

Definition 3.3 Soit (G,(J*, 7, (f>) une quasi-bigebre de Lie. T> = Q ®Q* muni 
du crochet de Lie [, ]x> defini ci-dessus est appele le double de la quasi-bigebre 
de Lie donnee, et note Q X Q* . 

Definition 3.4 Une quasi-bigebre de Lie (Q, (i, 7, <fi) est dite exacte ou cobord 
si il existe un element r G A 2 Q tel que le 1-cocycle 7 : Q — > A 2 Q soit le cobord 
de r, i.e 

7 (x) = = [^ r F = -M^vx e g, 

et 
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Montrons a present que le double de toute quasi-bigebre de Lie est muni, 
en plus de la structure d'algebre de Lie definie par [,]t>, d'une structure 
canonique de quasi-bigebre de Lie exacte ([3]). 

Theoreme 3.1 Soit T> = Q ix Q* le double d'une quasi-bigebre de Lie 
(Q, fi, 7, (fi). Soit (e») une base de Q et (£ l ) la base duale de Q* . Posons 

i 

Alors (T>, r) est une quasi-bigebre de Lie exacte et est appelee la quasi-bigebre 
de Lie double de (G,fA, 7, (/>)■ 

Nous avons le resultat suivant pQ: 

Proposition 3.1 Soit (Q,fi, 7, (ft) une quasi-bigebre de Lie. Alors nous 
avons les relations suivantes : 

3.5. ad% xy) = [adv*,ad%*],Vx,y G Q; 

3.6. adj*fj,{x,y) = fi(adj*x,y) + n(x,adj*y) + adTL»^x - ad^^y 

v.f.i/; £,V£ eg*; 

3.7. acf*^ = [c^,c^*](x)+ad£<j>{t,Ti) - 0Mf t,v) -<t>(t,adPv), 

3.8. ad%* 7 & 77) = l(ad£% n) + 7 (£, adtfri) + ad^J - ad^rj, 
Vxeg,VZ,rieg*; 

3.9. § 7(7(^^,0 = -$ad%* m (,VZ, V ,( E g*; 

3.10. fd>(l(ti,v),0 = fa<q*<t>(t;,r}),Vti,r,,(eg*. 

oil [, ] designe le crochet commutateur des endormorphismes et § designe la 
somme sur les permutations circulaires des elements £,?7,C £ G* ■ 

Demonstration : La preuve de ces differentes relations est une consequence 
directe de Pidentite de Jacobi pour le crochet d'algebre de Lie [, ]x> defini sur 

v = g m g*. A 

Nous avons les equivalences suivantes : 

- la relation (3.5) traduit le fait que /i defini un crochet de Lie sur £/; 

- les relations (3.6) et (3.8) sont equivalentes a la condition de 1-cocycle pour 
7, (5 M 7 = 0; 

- les relations (3.7) et (3.9) sont equivalentes a la condition ^Alt(-y®l)"f(x) = 

- la relation (3.10) est equivalente a la condition (3.4), i.e Alt(^f® 1<8>1) ((f)) = 
0. 
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Les relations (3.6) et (3.7) s'etendent aisement sur AQ grace au resultat 
suivant : 

Proposition 3.2 Pour tous X = x\ A ... A x m et Y = y\ A ... A y n dans AQ, 
et pour tous £, r\ G Q* , on a 

adJ*[X,Y}" = [adJ*X,YY + [X,adJ*YY 

+ E] =1 (-iy +l adl^X AYj 

+(-i) |I| Er=i(-i) 4+1 i ! A fl ^r I 

et 

a^X = [acq*,ad^](X) - ad^X 

+ E,=i(-lW(a<*£, »7) + 0(6 A 

oil Xi = x\ A ... A Xj A ... A x m pour 1 < i < m et de maniere similaire pour 
Yj, pour 1 < j < n. 

Demonstration : Ces deux relations se demontrent facilement par recurrence 
sur les degres de I" et 7, en utilisant la regie de Leibniz graduee du crochet 
[, Y et la propriete de derivation de adj* sur (AQ, A) pour tout ^ £ Q*. La 
premiere relation est enoncee dans ([12]) dans le cas des bigebres de Lie. A 

3.2 Exemples 

Exemple 3.1 Toute bigebre de Lie est une quasi-bigebre de Lie; il suffit de 
prendre = 0. 

Exemple 3.2 Une large classe d'exemples de quasi-bigebre de Lie est fournie 
par les quasi-bigebres de Lie exactes, il suffit de choisir r € A 2 Q. 

Exemple 3.3 Soit (Q, /i) une algebre de Lie. Alors tout element r € Q <g> 
Q de partie antisymetrique ad^ 1 -invariante, definie une structure de quasi- 
bigebre de Lie en posant 

7 = «5 M a, = -l([a,a]" + [s,0, 

oil a (resp. s) est la partie antisymetrique (resp. symetrique) de r. Une 
telle structure est dite quasitriangulaire (\^, 

Exemple 3.4 Soit (T>,Q) un couple de Manin; alors tout choix d'un sous- 
espace supplementaire isotrope de Q dans T> definit une structure de quasi- 
bigebre de Lie sur Q. 
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3.3 Les operateurs de cohomologie sur une quasi-bigebre de 
Lie 

Soit (Q, fx, 7, (ft) une quasi-bigebre de Lie. Alors le crochet \i permet de definir 
sur AQ* l'operateur cobord de Chevalley-Eilenberg (a coefficients triviaux) 
et son transpose sur AQ; notons-les respectivement par et d^: 

: A k G* -> A k+1 G* 

3^ : A k Q A^g 

ou 

(dn£)(xi A...Ax k +i) = ^2(-iy +J £((J,(xi,x j )Ax 1 /\.../\x i /\.../\x j A...Ax k +i), 

i<j 

d^(xi A ... A x k+ i) = ^2(-iy +J fi(x,i, xj) A xi A ... A x , A ... A xj A ... A x k+1 , 

i<j 

pour £ e A k Q*, Xi e G, i = 1, k + 1. 

De maniere similaire, definissons les operateurs dy et dy associes au crochet 
7; ils sont definis respectivement sur Ag et Ag* comme suit : 

dy : A k g -> A k+l g 
9 7 : A k g* -> A k - l g* 

ou 

(d y X)(£lA...A6 H .i) = £(-l) i ^ 

d 7 (& A ... A £fc+i) = ^Ti ) A 6 A ... A & A ... A A ... A Cfe+i, 

pour X € A fe g, & £5*,! = 1, k + 1. 

Remarque 3.2 : Pour & = 1, cL n'est rien d'autre que le 1-cocycle 7. 
II est connu que l'operateur d^ est de carre nul, mais dl 7^ du fait que 7 
ne definit pas un crochet de Lie sur g*. Par ailleurs, les operateurs d M et 
satisfont les proprietes suivantes ([H], [12]): 

A B) = (dpA) AB + A dpB), 

<9 M (A AY) = (d^X) AY + X A d^Y) + (-1) |X| [A, y]", 

^[x,yf = [d^x,Yr + [a, a M yf , 

pour tous A, y € AC? et A, B G A£y*. Les operateurs dy et <9 7 satisfont les 
relations similaires. 

Les lemmes suivants seront d'une grande utilite dans la suite : 
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Lemme 3.1 Pour une quasi-bigebre de Lie donnee (Q, fx, 7, (f>), on a 



3.11. ad%* = [d^Q^x G G\ 

3.12. [d M ,ad£*] = 0,Vx G Q, i.e d^ad^i) = ad$* (d^) ,Vx G G,V£ G G*; 
3-13- = H%,i d ^],Vx G <?,V£ G S*; 

S.lf. d^adfx) = ad?*{d lX ) + ad£(»^) - i ad »^<p,\/x G G, V£ G S*; 

5J5. i l{ z iV) (/) = ad^*i v <f>-ad%H£<f) + d J (<i)(Z,ri))yt,r] G £*. 
Demonstration : 

(3.11) Par definition, comme d^x) = 0, Vx G <5 pour cause de degre, on a: 
a<y = [x, Yf = -d^x AY) — x A d^Y = -[5 M , e x ](y), VY G AS 

i.e 

ad£ = -[d^,e x ]; 

d'ou par transpositition od^* = [d^,i x ],Vx G <5; 

(3.12) et (3.13) sont des consequences directes de (3.11); 

(3.14) est une consequence directe de la relation (3.9); 

(3.15) est une consequence directe de la relation (3.10). 
Ce qui acheve la demonstration du lemme. A 

Lemme 3.2 Pour une quasi-bigebre de Lie donnee (Q, fi, 7, <f>) ; on a pour 
tout Vx G Q, pour tous £, 77 G G* et pour tout Y = y\ A ... A y m G AG: 

YT =1 {-l) i+l a^ xAYi = i^id^x) AY) - (i M(i) (d 7 (x)))Y 

-(dy(x)) /\id„(£)Y; 
Y™ =1 {-l)K<i>(ad^ri) A % = AY)- (i M0 (i^))Y 

-(i v (p) Ai dii(0 Y, 

oil Yi = yi A ... Ayi A ... A y m pour 1 < i < m. 

La demonstration du lemme releve d'un simple calcul. A 
Dans (|2j), on a le resultat suivant : 

Proposition 3.3 Soit (G, At, 7, 4>) une quasi-bigebre de Lie. Alors les operateurs 
d^, et <9 7 satisfont les proprietes suivantes : 
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3.16. dy + + i^dfj, - ig^ = 0; 

3.17. dyitj) + i ( f,d 1 = 0; 

3.18. dyi x + i x dry = —iyi x \, Vx G £/. 

On remarque bien que si 4> = 0, alors = et par transposition d^ = 0. 
Definition 3.5 L'operateur 

L = d^d y + djdf, : A k Q -± A k Q 
est appele le laplacien de la quasi-bigebre de Lie (£7, /i, 7, 4>). 
Nous avons le resultat suivant : 

Proposition 3.4 Le laplacien d'une quasi-bigebre de Lie (Q, fj,, 7, (j)) satis- 
fait les proprietes suivantes : 

3.19. L = dudj + dydn est une derivation de (AQ, A) de degre et son 
transpose L* = d^dy + dyd^ est une derivation de (AQ* , A) de degre 0; 

3.20. Les operateurs L et commutent, i.e [L,du] = 0, ou de maniere 
equivalente d^ et L* = d^dy + dyd^ commutent, i.e [L*,d^\ = 0. 

Dans le cas des bigebres de Lie, on generalise dans ( [12J ) la condition 
de 1-cocycle en montrant que les operateurs d^ et dy sont des derivations 
respectivement de (ACT, [, ] 7 ) et (AQ, [, ] M ); le resultat reste vrai dans le cas 
des quasi-bigebres de Lie et s'enonce comme suit : 

Proposition 3.5 Soit (Q, une quasi-bigebre de Lie. Alors, pour 

A,B<E AG* etX,Y £ AQ , on a : 

d^[A,BD = [d^BY + (-l)\ A \- l [A,d^BY 

dy{[X,Yf) = [dyX,Yf + {-l)\ X \- l [X,dyYf 

Demonstration : Dans le cas ou \X\ = \Y\ = 1 et \A\ = \B\ = 1, les 
deux identites se reduisent a la condition de 1-cocycle dans la definition 
d'une quasi-bigebre de Lie. Le cas general se demontre par recurrence sur 
les degres de X, Y, A et B. A 

Soit (Q, ^,7,^) une quasi-bigebre de Lie telle que d^((p) £ Imj, i.e qu'il 
existe xq £ Q tel que 7(xo) = d^((j)). Des exemples de telles structures sont 
fournies par les quasi-bigebres de Lie exactes ou 

7 (x) = (5 M r)0*0 = [x,vf = -[r.zf.Va; G Q, 
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et 




pour un certain element r G A 2 Q. En effet, comme est une derivation de 
(AS, [,]"), on a 

8^) = -\d^[T,Tf) = -\{[d^ t Tf-[T,a it TY) 

-[fyr.rp* = -7(^r); 

d'ou 9^(0) G I7T17. 

Dans [2j, on montre qu'une telle structure de quasi-bigebre de Lie permet 
de definir une structure d'algebre quasi-Batalin-Vilkovisky differentielle ([2], 
[B]) sur AQ* en posant 

A = d 1 + i xo , 5 = dp, $ = if. 

Plus precisement on a ([2]) 

Theoreme 3.2 ies structures de quasi-bigebre de Lie (Q,fi,^,(f>) telles que 
d^(4>) G Irwy sont en correspondance bijective avec les structures d'algebre 
quasi- Batalin- Vilkovisky differentielle sur AQ* . 

Soit £ M G Q* et x 7 G Q dermis respectivement par 

< £M a- >= tr(ad£ G End{g)), Vx G 

et 

< x 7 ,£ >= tr(adj G End(Q*)), V£ G 0*. 

On a le resultat suivant : 

Lemme 3.3 5W (£/, /i, 7, 0) une quasi-bigebre de Lie. Alors les elements 
ei x 7 satisfont les proprietes suivantes : 

3.21. adtj:*^ = 0, Vx G £7, ou c?e maniere equivalente = 0; 

5.^8. < x 7 ,7(e,7?) >=< > +2(^(O^ < A)- 2 (^(r,)^0)>V^r ? G 

em de maniere equivalente ciy(x 7 ) = —i^4> — 2d^4>; 

3.23. < x 7 ,acZ£*£ >= - < ^,adj*x > +2(i d ^dy(x)),^x G S,V£ G £*. 

Demonstration : Elle utilise essentiellement les definitions des differents 
operateurs et les axiomes definissant la structure de quasi-bigebre de Lie. La 
relation (3.21) est une evidence; la relation (3.22) suit de (3.7). La relation 
(3.23) est une consequence de (3.8). A 
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Dans la theorie des bigebres de Lie, £^ est appele le caractere adjoint 
de Q et x 1 le caractere adjoint de G* ([12J). On montre dans ce cas que 
le laplacien de la bigebre de Lie (Q, fi, 7) est 



L = -(ad^y — adjp) 

et son application duale est 

L* = -(-ct<* + adj tl ). 

4 Representation de V = Q x Q* sur A.Q 

Dans cette section, on montre qu'il existe une structure de P-module, ou 
de maniere equivalente une representation de T>, sur AC?, puis on montre 
que AT> et End(AG), comme D-niodules, sont isomorphes. Pour cela nous 
utilisons les constructions de ([E]) dans le cas des bigebres de Lie basees 
sur la theorie des algebres de Clifford (|9j). Nous avons le resultat suivant : 

Theoreme 4.1 Soit (G,fi, 7, 4>) une quasi-bigebre de Lie. L'application 
lineaire 

U : V -> End(Ag) : x + f -> » a + ^ 

definie par 

sft x (Y) = dy(x) A Y + ad^Y --<^,x>Y 

®d Y ) = -id,(o Y + ad T Y ~ Ay ^< I V> 5/ 

poitr 1 £ 5, ( £ 5* et Y £ AC/, esi wne representation de T> sur AQ. 

Demonstration : Pour montrer que est une representation de T> sur AC?, 
il suffit d'etablir les relations suivantes : 

^[x,v]t> = ^W.i/) = [^x,^y],^x,y G G; 
n Mv = -$t a( q* x + KdTt = [Kxi^l.Vx G C?,V£ G S*; 

Prouvons tout d'abord que ^^ x ,y) = [Si, Ky], Vx, y G C?; en effet, par 
definition, puis en utilisant la condition de 1-cocycle et la relation (3.21) 
du lemme 3.3, on a pour tout Y G AG : 

^(x, y) (Y) = d y (fx(x,y))AY + ad^ y) Y-i<^,^x,y)>Y 
= [d 7 (x),y]f AY + [x,d 7 {y)}» AY + [ad£, ad$](Y) . 
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Par ailleurs 

[a^afgcn = ^ y (Y)) -^ x (y)) 

lk x {d 1 (y)AY + ad%Y-\<^,y>Y) 
-$ly(&y(x) A Y + ad%Y - \ < x > Y) 
= [x,<Ly(y) AY^ + d^ix) Aad^Y - [y, d 7 (x) A Y] M 

-dy(y) A ad%Y + [adg, ad£](Y) 
= [d 7 (x), yf A7+[x, ^(y)]" AY + [ad£, a^](Y). 
D'ou ft^y) = [K x ,K y ],Vx,y G G. 

Prouvons a present que — ^ a( f* x + ^ a d£*§ = [^x,^],Vx G £,V£ G £*; en 
effet, par definition, puis en utilisant la relation (3.14) du lemme 3.1 et la 
proposition 3.2, on a pour tout Y £ AQ : 

-Kd T AY) + KdT^ Y ) = -(dj(adJ*x))AY-ad^ r Y 

+±<e,adj*x>Y -i d ^ [adT0 Y 

+\ <x^,ad%*Z>Y. 
-(acq*d 7 {x))AY-(ad^4>)AY 
-[ad^](Y) + [ad^adf]{Y) 
+ Ei(-l) i+1 ad^. ;c x A Y t + (i MO d,(x)). 
En utilisant le lemme 3.2, on obtient 

-K<q* x (y) + KdZ*t(y) = -(a<q%(x))AY-(ad^<l>)AY 

-[ad^}(Y) + [ad$,a<q*](Y) 
+ i d^t){d~ f {x) AY)- (dy(x)) A i d ^)Y. 
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D'autre part 



= M x (-i M0 Y + adJ*Y - (itf) A y + \ < x\ £ > Y) 
^(d 7 (x) Ay + ad%Y - \ <g t ,x> Y) 
— (ad^*dy(x)) AY — (ad^i^cj)) A Y 
-[ad^i M0 }(Y) + [ad^ a( q*}(Y) 

+ i d,.(0( d yO c ) A y ) ~ d ~/( x ) A K40 y 



Montrons enfin que 9fy,(£ j7? ) + ^7(^,77) = [3ft^, SRt;], V^, 77 G £7*; en effet, par 
definition et en utilisant la condition de 1-cocycle, la relation 3.22 du lemme 
3.3 et la proposition 3.2, on a pour tout Y G AQ : 



-\<(?, <Kt, V)>Y- i dMv)) (Y) + ad^ v) Y 
~{h{i,v)4>) AY + \<x\ 7 (f , r])>Y 

= (dy(0(S, r ?))) A y - ^(O,'?] 7 ( y ) ~ *K^m( t /)1 7 ( F ) 
+[af,a^](F)-( H(c ^)Ar 

+ E™=i(-l) ! W<^) + ^,<')))A5 > , 



Par comparaison, on trouve que —$l cu p* x + ^ a <i£*£ 
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Par ailleurs, en utilisant (3.15) et la proposition 2.2 adaptee a [,] 7 , on a 
[%^](F) = ^(-i^Y + ad^Y-ii^AY+^Kx^rjyY) 

-%,(-i dlt( £)Y + adJ*Y - {itf) A Y + \ < x\ t> Y) 

-(adj*i dti{v) - i Mn) adJ*)(Y) 

+ [adJ*,ad^](Y) + (i MO i^)AY 
-{i Mv) i^) AY- {aQ*ir,4>) A Y + (adfitf) A Y 
(d 7 (<K£,??))) AY — i[dn(t), v p(Y) - i^ >dfi{v) p(Y) 
+ [adJ*,ad^}(Y)-(i^ v) ^)AY 

"H^) A Y*) + (%</>) A i^Y". 

En comparant les deux expressions, le lemme 3.2 nous permet de conclure 

que yt^rj) + ^(£,17) = [% ^LVC,?? G G* ■ 

Ce qui acheve la demonstration du theoreme. A 

Remarque 4.1 : Si = 0, on retrouve le resultat de Lu ([12j) dans le cas 
des bigebres de Lie. 

Remarque 4.2 : La representation ci-dessus decrite ne preserve pas la 
graduation dans AG- 

Corollaire 4.1 L 'application suivante 

r : x + £ G V ->• T {xH) : End(AG) -> End(AQ) 

definie par 

pour x £ G, i £ G* et T £ End(AG), est une representation de T> sur 
End(AG). 

Pour definir l'isomorphisme de P- modules entre AT) et End(AG), conxme 
dans le cas des bigebres de Lie ([12]), on introduit Pelement 

1 1 »^ 

exp A r = r + — r A r + — r A r + ... € AV 
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ou 

i 

est l'element definissant la structure canonique de quasi-bigebre de Lie sur 
V. Pour A = & A ... A G <?*, posons A = A ... A ^. On a le resultat 
suivant : 

Theoreme 4.2 Pour U G AD, posons 

iexp A rU = ^Xj® Aj G AV = AQ (g) A£* 
i 

o?i G AC? et Aj G AC/* . Definissons 

Q(U) G End(Ag) : Q(l7)(y) = A % y - 

£ 'application 

Q:AV^ End(Ag) 

est un isomorphisms de T> -modules, ou T> agit sur AT) par V action adjointe 
et sur End(AQ) par V application V . 

Demonstration : II s'agit de montrer que Vx + £ G V, on a 
Plus precisement, Vx + £ G V, \/U G AD et VY G A£7, on doit avoir 

(r ( x + o(Q(^)))(n = (Q(ad (ie+0 (i7)))(y). 

En effet, Vx G £7, Vf7 = X G AC? et VY G AG, on a par definition de Q, 
Q(X))(Y) = X AY; d'ou 

F X (Q(X)))(Y) = M X (Q(X)(Y))-Q(X)(M X (Y)) 

= $t x {X AY) - Q(X)(<Ly(x) AY + ad%Y - \ <^,x> Y) 
d 7 (x) A X A Y + ad%(X AF)-|<f,i>(lAF) 
-X A d 7 (x) AY — X A {ad%Y) + \<^,x> {X AY) 

(ad x X) AY = Q(ad x (X))(Y). 

Ce qui prouve la relation pour x£QetU = X£ AQ. 

Prouvons la relation pour £ G Q* et U = X G AQ. En effet, VY G A£ 
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r € (Q(X))(Y) = ^(Q(X)(Y)) - Q(X)(^(Y)) 

^(X AY)- Q(X)(-i d ^Y + ad(Y 
-{i^)AY +\<x\^>Y) 
-i d ^ ) {XAY)+ad]\XAY) 
-(itf) A (X A Y) + \ < x>, i > (X A Y) 

+XA(i M0 Y)-XA(a<q*Y) 
+X A (itf) A Y - \ < xT, £ > (X A Y) 

= -i M0 (X AY)+XA (i M0 Y) + (a<q*X) A Y. 

Pour calculer Q(ad^(X))(Y), Q etant supposee de dimension finie, on peut 
considerer X et Y comme des elements decomposables de AG, i.e X = 
x\ A ... A x rn et Y = y\ A ... A y n ; par definition de [, ]x> 

ad ( X = afl-Er=i^iA...AK;e)A...Ax m 

= acfX - E^=i(-l) n - fc ^ A (a<0, 
ou = x\ A ... A Xk A ... A x m . Ce qui nous permet d'avoir 

lr (ad^x) = ^(-lr-^iE^-ir-^mAu^e) 

= -\ E5T=i £» ££i(-i) fc+, (v*i)*w a (a<0) 
-\ T1U E£i(-i) fc+ 'fe (<<0)*h 

- rr=i E^i(-i) fc+ '(^ 5 (^ a x,))x„ 

ou Xm = x\ A ... A Xk A ... A xi A ... A x m . Ainsi 

i expA r(ad^X) = ad^X + i r (ad^X) 

= adfX - ZT=i(-l) m - k Xk A (a<£) - i d ^X. 
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Par consequent 

Q(ad ( (X))(Y) = (adJ*X)AY-(i d ^X)AY 

+ Ef=i(-l) m - k X k A(i ad ^Y) 
(adfX) AY- (i d ^X) A Y 

+ ££Li EP=i(-i) m - fc -'fe(^ A m))x k a y«. 

Mais 

V(^AF) = (i d ^X)AY + XA(i d ^X) 

- ET=i E?=i(-l) m - k - l (i d ^k a yi))X k A % 

En definitive, on trouve 

Q(ad^X))(Y) = -i d ^){X A Y) + X A (i d ^Y) + (adf X) A Y. 

La relation est done prouvee pour tout x+£ G V, \/U = X G AC? et VY G AQ. 
Pour tout x G Q, MU = A G KQ* et VY G AC?, on a par definition de Q 

Q{A){Y)=t A Y 

et 

r x (Q(A))(y) = $t x (Q(A)(Y))-Q(A)(M x (Y)) 

M x (i A Y) - i A (M x (Y)) 
= dy(x) Ai A Y + ad%i A Y - \ < > i A Y 
-i A (dy(x) AY) - i A ad%Y + \ < x > i A Y 

= -i A (d 7 (x) AY) + d y {x) Ai A Y + [adg,i A ](Y). 

Calculons Q(ad x (A))(Y); pour cela supposons que A = £1 A ... A £ m avec 
m < \Y\. Par definition de [, ]x> 

= Er=i(-i) fc K>)A4+«c^ 

= E™=i(-l) fc (^d 7 W)Ai fc + a^M 

d'ou 

«ex PA r(ada;-4) = ad x A + i r (ad x A) 

= Yt=i{-^) k {kMx)) AA k + ad»*A + i dj{x) A. 
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Ainsi, par definition de Q 

Q(ad x (A))(Y) = i adTA Y + £(-l) fe (^d 7 (z)) A i A Y + i^^Y. 

Mais 



fc=l 



^«/=K.'i]( y ); 

m 

W y= E (- 1 ) fc+ '(^^ d r(^))M H y 
fc,j=i 

et 

W)Ay) = -Er=iEr=i(-i) w fe^AW)»i/ 

+ E5r=i(-l) fc_1 (^d7^))u fc y + <W A i^y. 

En definitive 

Q(ad x (A)){Y) = -i A {d 7 (x) AY) + d 7 (x) A i^y + [od£, i^](y). 

D'ou 

T X (Q(A))(Y) = Q(ad x (A))(Y), Vx G £,W7 = A G A£*,Vy G A0. 
Pour tout f G ^, V£7 = A G A£* et G AQ, on a par definition de Q 

Q(A)(Y)=i A Y 

et 

r € (Q(A))(y) = ^(Q(A)(y))-Q(^)(^(y)) 

^(^y)-^(^(y)) 
= ^](y) - (»^) a ^y + a y) 

[a<q*,i A }(Y) + [i A ,e k<t> ](Y). 

En supposant que A est un element decomposable de AG*, i.e A = £iA...A£ m , 
on a par definition de [,]x> 

m 

ad^A = adjA + &) A 4- 

fc=i 

Par un calcul, on trouve 

Q(adt(A))(Y) = [adJ*,i A ](Y) + [i A ,s k<t> ](Y). 
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Par consequent 



T {x+0 (Q(A))(Y) = Q(ad [x+0 (A))(Y), Vx+£ e V, W = A e AG*, e A£. 

Pour une demonstration complete du theoreme dans le cas general, nous 
allons nous servir d'un resultat de ([12]) ou la demonstration est faite pour 
le cas des bigebres de Lie. Pour cela, considerons l'operateur 

D : AQ ® AQ* -> End(Ag) : D Xa a(Y) = X A i A Y. 

Alors d'apres ([12])) l'application 

D o i expf ^ r : AQ* -> End(Ag) 

est un isomorphisme de P-modules d'algebre de Lie. Pour conclure la 
demonstration du theoreme, il suffit de remarquer que Q = D o i expAr . A 
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